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1 Liczby zmiennoprzecinkowe.

1.1. Przyktlad.

Policz na komputerze wartosé funkcji
f(z,y) = 333.75y5 + 22 (112%y? — ¢° — 121y* — 2) + 5.5¢% + 2/(2y)

dla zg = 77617 1 yo = 33096.

Wyniki:
narzedzie obliczona wartos¢
Open Office 3.0 Calc 1.1726039
C++ float (32 bity) —2.51654 - 10%°
C++ double (64 bity) —4.15628 - 10%°
C+-+ long double (80 bitow) 5.7646 - 1017
Mathematica, —1.18059 - 10%
GNU multiprecision library (140 bitow) —0.827396
Mathematica - wynik doktadny —54767/66192 ~ —0.827396

Przyczyna: Dwa sktadniki

Ty = 5.5y5 = +7917111340668961361101134701524942848
Ty = 333.75y8 + 23 (11xdy2 — yS — 121y5 — 2) = —7917111340668961361101134701524942850

sg bardzo duze na modul, a ich suma wynosi —2. Przy obliczeniach np. z precyzja double mamy okoto
17 cyfr znaczacych, wiec w kazdej operacji na nich wynik jest zaokraglany. Kumulacja tych zaokraglen
prowadzi do zupetnie btednych wynikéw.

1.2. Przyktad.
Wykres wielomianu
fle) = (z-1)°
= 2%—62° + 152® — 202° + 152° — 62 + 1
= z(z(z(x(zx(x —6)+15) —20) + 15) —6) + 1



przy uzyciu réznych reprezentacji

2.x107 %

1.5x10° %

1.x10°4

5.x107°

—5.x107%®

1.3. Przyklad.
Sumy obliczone w precyzji float (32 bity)

1000
Z 1.0e — 3 = 0.99999070167541504
=1

10000
Z 1.0e — 4 = 1.0000535249710083

i=1
1.4. Standard IEEE 754.
Standard IEEE 754 [4] okresla miedzy innymi

e sposob reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych

e zasady wykonywania obliczen na liczbach zmiennoprzecinkowych
IEEE 754 okresla cztery sposoby reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych.

e single-precision, 32 bity (float w C/C++)



e single-extended precision, 43 bity lub wiecej, obecnie nieuzywany
e double-precision, 64 bity (double w C/C++)

e double-extended precision, 79 bitéw lub wiecej
(80-bitowy long double w C/C++, 128-bitowy quadruple)

W obliczeniach przeprowadzanych na komputerze najczedciej korzysta sie z liczb typu double. Kazda
liczba typu double jest zakodowana w 64—bitowym ciagu, w ktérym

e 52 mtodsze bity koduja mantyse liczby (oznaczmy m),
e kolejne 11 bitow koduje wyktadnik (oznaczmy w),

e natomiast najstarszy bit jest bitem znaku (oznaczmy z).

Wartoéé tak reprezentowanej liczby typu double to
z=(—1)" 1,m- 2w+ (1)
Uwagi:
e mantysa m jest ciagiem cyfr czedci utamkowej liczby zapisanej w systemie dwdjkowym

e wyktadnik w jest zakodowany nadmiarowo, czyli wartosci 0 odpowiada postaé binarna (10000000000)4
a pozostale licza sie wzgledem 0.

Jest grupa liczb, ktore nie sa reprezentowane zgodnie z (1). Sa to miedzy innymi:

000 0000000000000 = O,
7FF 0000000000000 = oo, (2)
FFF 0000000000000 = —oo0.

Ponadto wyrdznia sie specjalng grupe liczb, tzw. subnormalne dla liczb bliskich zera, ale ze wzgledu
na ograniczony czas kursu pominiemy szczegdbty.

Przy tak wprowadzonym sposobie kodowania mamy:

000 0000000000001 ~ 4.94066 - 10324,
7FEFFFFFFFFFFFFF =~ 1.79769 - 10308,

Oznaczenie:  Przy ustalonej reprezentacji (np. double) zbiér wszystkich liczb reprezentowalnych
oznaczamy przez R.

1.5. Rounding.

Wiemy juz, ze wynik operacji arytmetycznej na liczbach reprezentowalnych na ogét nie jest liczba
reprezentowalna. Naturalnym zadaniem jest, aby wynik ten byl mozliwie bliski doktadnemu wynikowi



operacji arytmetycznej. Wykorzystuje si¢ do tego funkcje zaokrgglajgce. Od funkcji zaokraglajacej
0: R — R wymaga sie naturalnych wlasnosci

Mozna wykaza¢ nastepujacy

Lemat 1
Niech x € R oraz niech O: R — R spelnia (R1) i (R2). Wtedy przedziat o konicach x oraz O (z)
nie zawiera zZadnej liczby reprezentowalne) w swoim wnetrzu.

Standard IEEE 754 okresla réwniez kilka sposob6w zaokraglania liczb rzeczywistych do liczb reprezen-
towalnych (podamy tylko najwazniejsze).

1. roundZero, czyli zaokraglanie w strone zera. Jest to najprostszy sposéb zaokraglania, ktéry
oznaczymy przez [,
O.(x) =sgn(z)max{y € R:y < |z|}

Wprost z definicji ta funkcja zaokraglajaca jest nieparzysta.

2. zaokraglanie kierunkowe, czyli zaokraglanie w gore lub w dot. Bedziemy je oznaczaé 1 ()
oraz |} (z). Od tego zaokraglania bedziemy dodatkowo zada¢ spelnienia warunku



Zaokraglenia te mozemy réwniez okresli¢ za pomoca wzoréw
t(z)=min{y eR:y >z}, | (z)=max{yeR:y <z}

Sa to niezwykle uzyteczne tryby zaokraglania w Scistej analizie numerycznej. Pozwalaja wyliczy¢
przedzial, w ktérym na pewno znajduje sie wynik doktadnej operacji arytmetycznej. Ponadto
zachodzi

T(z)=—1(2), L(=2)=-1().

Wtasnosé ta moze by¢ wykorzystana do przyspieszania obliczen (przetaczanie trybu zaokraglania
znaczaco spowalnia obliczenia), ale moze by¢ rowniez zrodltem trudnych do wykrycia bledow w
kodzie (np. przy zbyt agresywnej optymalizacji kompilatora).

3. roundNearest, czyli zaokraglanie do najblizszej liczby reprezentowalnej. Oznaczmy to odw-
zorowanie, przez [: R — R. Ustalmy € R\ R. Mozna pokazaé, ze mantysy (w systemie
dwojkowym z kododwania liczb zmiennoprzecinkowych)

(ao ce ap,l)
(bo...bp—1)
liczb a =| (z) oraz b =1 (z) speliaja ap—1 # bp_1. Niech g = 3(+ (z)+ | (z)). Dlaz > 0

okreslamy,

) (J,‘), S (,uvT (J})] lub z = M/\bpfl =0
Dla z < 0 okreslamy § (z) = — J (—x).

1 (z) = {¢($)7 zell(x),p)lubz=pANa,_1 =0

1.6. Dzialania elementarne.

Standard IEEE 754 okresla réwniez doktadnosé z jaka procesor musi wykonaé operacje arytmetyczne
dla: dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania.

W szczegolnosci, jesli a,b € R, x € {4, —, , +} oraz procesor jest w trybie zaokraglania Oe {1, ],1},
to

la O (x)b—axb| < |ax*bley
al(x)b<axb<at(xb

gdzie £,/ jest precyzja w danej reprezentacji i np. dla typu double wynosi €37 = 27°3. W powyzszym,
przez a O (x)b rozumiemy wynik dzialania arytmetycznego a x b wykonanego przez procesor w trybie

zaokraglania O.

2 Arytmetyka przedzialowa.

2.1. Oznaczenia.



Bedziemy rozwazaé tylko przedziaty zwarte. Bedziemy je oznaczaé przez
[a]| =[ag,a] ={zeR:a <z <a}.
Zbior wszystkich zwartych przedzialéw bedziemy oznaczaé przez
I={[a,a]:a,a€eR, a<a}.
Dla ograniczonego i niepustego podzbioru S C R™ oznaczamy otoczke przedziatowa zbioru S przez
[S)r =l : [u] €1, 8 C [u]} €T

przy czym w powyzszym utozsamiamy elementy

1" 5 ([z], ..., [2]n) = [2]1 X - x [z], € 28",

Elementy I bedziemy nazywaé¢ wektorami przedzialowymi. Elementy 1", jako zbiory z doktadnos-
cig do powyzszego utozsamienia, w naturalny sposéb maja zdefiniowane relacje

= Cc c # ¢
Ponadto mozemy zdefiniowa¢ dziatania

NI x I ([a], [B]) — [a] N [b] € I" U {0},
U:T" x I 5 ([a], [B]) — [[a] U [6]]; € I

2.2. Dzialania w arytmetyce przedzialowej.

Niech [a] = [a,a] oraz [b] = [b,b] beda dwoma niepustymi przedzialami.

Definicja 1
Niech x € {4, —, *, +} bedzie dowolna operacja. Dla [a], [b] € T okreslamy

[a] x [b] = {xxy:x € [a], y € [b]}
przy czym dla dzielenia zakladamy dodatkowo, ze 0 ¢ [b].

Obserwacje:

e Operacje arytmetyczne sa (stabo) monotoniczne wzgledem kazdej zmiennej. Dlatego kazda z
operacji elementarnych mozna zrealizowaé za pomoca skoticzonej liczby poréwnan oraz dziatan
na liczbach rzeczywistych.

a] *[1/b,1/b], oile0¢ [b,b]
Va, Val

[a,@a]+ [b,b] = [a+ba+D
[a, @] — [b,0] la —b,a — Y]
[a,a] * [Q,B] [min{a * b, @+ b,a b, @+ b}, max{a b, @*b,a*b,ax b}]
[a] = [b,0] = |
[

S
Qf
I



e nie ma rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, np. dla [a] = [-1,1], b = [2,2] mamy
[a] # [b] = la] + [b] = [=1,1] % [2,2] = [=1,1] % [2,2] = [-2,2] — [-2,2] = [-4,4]
[a] + ([b] = [b]) = [-1,1]*[0,0] = [0,0]
Natomiast zawsze mamy spelniong inkluzje [a] * ([b] + [c]) C [a] * [b] + [a] * [c].

e nalezy minimalizowaé licze wystapiei zmiennych w wyrazeniach. Wezmy na przyktad funkcje
f@)=(x-1)2-1=xz(z—-2) =2~ 27 oraz [z] = [0, 1]

(2] —1)2=1 = [-1,0> —=1=[-1,0]
[z] % ([z] =2) = [0,1] % ([0,1] —2) =[0,1] * [-2,—1] = [-2,0]
[@)? = 2[z] = [0,1)* —2[0,1] =[0,1] — [0,2] = [-2, 1]

Uwaga: Niezaleznie od reprezentacji wyrazenia otrzymany przedzial zawiera obraz odcinka
[0, 1] przez funkcje f.

W naturalny sposéb mozemy rozszerzyé¢ operacje przedzialowe na funkcje elementarne

{sin, cos, /7, exp, log, ...},

na przyktad
sin([z]) = [inf{sin(a) : a € [z]},sup{sin(a) : a € [z]}]

Oznaczenia:

e Zalézmy, ze funkcje f : R™ — R mozna wyrazi¢ za pomoca skoriczonej liczby ztozen funkeji i
operacji elementarnych oraz ustalmy mozliwa reprezentacje. Takie funkcje bedziemy nazywali
funkcjams prostyms.

o Jedli f: R™ — R jest funkcja prosta to przez [f]([z]1, [x]2, - .., [xn]) bedziemy oznaczaé ewaluacje
funkcji f w arytmetyce przedziatowej. Zwykle reprezentacja funkcji f jest ustalona i nie prowadzi
to do nieporozumien.

Podstawowa wtasnosé arytmetyki przedzialowej:  Jezeli funkcja f : R® — R jest funkcja
prosta, [u] € I" oraz [f]([u]) istnieje, to

F([u]) < [£]([u])

2.3. Przedzialy reprezentowalne.

Idee arytmetyki przedzialowej mozemy przenies¢ na obliczenia wykonywane na komputerze z uwzgled-
nieniem funkcji zaokraglajacych.

Oznaczenie:  Zbior przedziatow, ktorych korice sa liczbami reprezentowalnymi (czyli ze zbioru R)
nazywamy przedziatami reprezentowalnymi i oznaczamy I.



A

Dla operacji elementarnych okreslonych w standardzie IEEE 754, czyli {+, —, *, =,/ '} oraz [a], [0] € I

[b,0] = lal(+)0,
[b,0] = lad ()b,

el

S~

[a,a]+ at(+)
- at(-)

b
J=[bb

o I
=
=»>

S]|

[a,

Podobnie dla mnozenia, dzielenia i pierwiastkowania. Pozostate funkcje elementarne, ktére nie sa
wspierane standardem, moga by¢ zrealizowane za pomoca istniejacych operacji, chociaz w niejednoz-
naczny i zalezny od implementacji sposob.

Funkcje wyktadnicza mozna zrealizowaé na przyktad tak. Niech [e] bedzie najmniejszym w sensie
inkluzji przedziatem reprezentowalnym zawierajacym stata Eulera. Jesli z € [0,1)NR, to z tw. Taylora

z reszta Lagrange’a mamy
20
) 231

op(z) = Z % e
=0

dla pewnego z, € [0,z]. Wykonujac obliczenia na komputerze powyzsze wyrazenie ewaluujemy na
przyktad tak

lub uzywajac schematu Hornera.

Jezeli z ¢ [0,1) to z = p+ vy, gdzie p jest liczbg catkowita a y C [0,1). Wtedy exp(z) € [e]P - exp(y).
Wyrazenie [e]P jest zwykltym iloczynem przedziatow.

Dla dowolnego przedziatu reprezentowalnego [z] = [z, T | korzystajac z monotonicznosci funkeji wyktad-
niczej otrzymujemy
exp([z]) C exp([z,z]) Uexp([Z,T])

3 Przyklad - chaos w odwzorowaniu Rosslera (na podstawie [10]).
Odwzorowanie Rosslera [9] to dyfeomorfizm R = (R, R2) : R? — R? okreglony formuly

Ri(z,y) =38z(1l —z) — 0.1y  Ra(z,y) =0.2(y —1.2)(1 — 1.9z). (3)
Mamy prosty

Lemat 2
Zbior W =10.01, 0.99 | x [-0.33, 0.27 ] jest dodatnio niezmienniczy wzgledem R.

Dowéd: Dla (z , y) € W mamy

1\ 2
Ri(z,y) = 38zx(1—xz)—0.1y <3.8- <2> +0.1-0.33

= 0.983 < 0.99
Ri(z,y) = 3.8z(1—z)—0.1y>3.8-0.99-0.01 —0.1-0.27
= 0.01062 > 0.01



Podobnie

Ro(z,y) = 0.2(y—1.2)(1—1.92) < 0.2(—1.53)(1 — 1.9 - 0.99)
0.269586 < 0.27

0.2(y — 1.2)(1 — 1.92) > 0.2(—0.33 — 1.2)(1 — 1.9 - 0.01)
— —0.300186 > —0.33

R2($7y)

Przez Np, N1, Ny okreslamy trzy réwnolegtoboki, dane przez

No = COIlV{ao, b(), Co, d()}
N1 = conv{al, bl, C1, dl}

Ny := conv{ag, b, co,da}
gdzie

ao == {0.6234, 0.1000 }, by := { 0.6590 , 0.0920 }
co:={0.6598, 0.1320 }, do :={ 0.6240 , 0.1400 }
a1 :={0.7090 , 0.0808 }, by :={ 0.7674 , 0.0680 }
c1:={0.7684 , 0.1080 }, dy :={0.7100, 0.1208 }
as :={ 0.9250 ,—0.0070 }, by := { 0.8950 ,—0.0370 }
¢y == {0.9100,-0.0520 }, dy :={ 0.9400 , —0.0220 }

@
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Twierdzenie 3
Niech

A=

= o O
S = =
S =

Niech (i})jez € {0,1,2}2 bedzie ciggiem takim, Ze
Aijij 70
dla j € Z (wiersze i kolumny macierzy indeksujemy od zera). Wtedy istnieje xo € N;, taki, ze
R¥(xp) €Ny, dlaje

Ponadto, jesli (i;) jest ciggiem okresowym, to punkt xo moze byé wybrany jako punkt okresowy dla R3
o tym samym okresie podstawowym.

3.1. Narzedzia topologiczne dowodu - relacje nakrywajace.
Definicja 2 (Zgliczyniski, [11])

Tréjka zbioréw to uktad N = (|N|,N',N") domknietych podzbioréw R? spetniajgcych nastepujgce
warunki:

1. |N| jest réwnolegtobokiem, N' i N" sq potptaszczyznami,
2. NN N" =0,

8. N':= N'N|N|, N := N"N|N| sq roztgcznymi krawedziami |N|.

Wtedy |N|, N', N", N' oraz N"® nazywamy odpowiednio nosnikiem, lewg strong, prawg strong, lewg
krawedzig, prawq krawedzig N .

Na Rysunku 1 przedstawiono typowa tréjke zbioréw.

lewa strona

prawa strona

Figure 1: Tréjka zbioréw, lewa i prawa krawedZ zostaly zaznaczone pogrubiona linia.
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Reprezentacja trojek zbioré6w. Aby okresli¢ konkretng trojke zbioréw trzeba podaé, jakie sa wierz-
chotki réownolegtoboku i ktore poétplaszezyzny sa wyrdznione jako lewa i prawa strona. W praktyce
wygodnie jest przyjaé nastepujaca notacje.

Trojka zbiorow jest zdefiniowana jako N = t(c,u, s), gdzie c,u,s € R? sy takie, ze u, s sg liniowo
niezalezne. Wtedy okreslamy

IN| = {2 eR?|3ty,ts € [-1,1] z=c+tiu+tas},
= c+[-1,1] - u+[-1,1] s,

N' = ¢+ (=00,—1] - u+ (—00,00) - s,

N" = c¢+[1,00) u+ (—00,00) - s.

Przy takim okregleniu c jest srodkiem réwnolegtoboku N, v wyznacza kierunek 'niestabilny’, natomiast
s - kierunek ’stabilny’. Ponadto

N = c—u+[-1,1]-s,
N™ = c+u+[-1,1]s.

Relacje nakrywajace. Zalozmy, 7e N, M sa trojkami zbiorow oraz f : |[N| — R? jest ciggte.

Definicja 3 (Zgliczynski, [11])
Mowimy, ze N f-nakrywa M, jezeli

a: f(IN]) Cint(M'U|M|UM"),

b:  albo f(N*) Ccint(M') ¢ f(N"®) Cint(M")
albo  f(N') Cint(M™) & f(N"®) C int(M?)

Wtedy piszemy N L m (lub N = M ).

Przyktad nakrywania przedstawiono na Rysunku 2.

I

1
4=
N

f(Nre)

Figure 2: Przyktad nakrywania N L L m

Twierdzenie 4 (Zgliczyniski, [11])
Zatéimy, ze My, Ms, ..., M, sq tréjkami zbiorow, M := \JI_, |M;| oraz f : M — R? jest ciggle
oraz

My =L v, L L,

11



Witedy istnieje x € | M| taki, ze f'(z) € |[Miy1|, dlai=1,...,n—1. Ponadto, jesli My = M, to punkt
x moze byé wybrany tak, ze f"(z) = x.

Obserwacja: powyzsze twierdzenie ma otwarte zalozenia - dobrze postawione dla komputerowo
wspieranych dowodéw.
Dowdd Twierdzenia 3: Przy pomocy arytmetyki przedziatowej sprawdzamy, ze zachodza nastepu-
jace relacje nakrywajace
3 3
NN SN,
3 3
No & Ny B N

3
Ny =5 N

Teraz teze otrzymujemy z Twierdzenia 4.

4 Roézniczkowanie automatyczne.

4.1. Przyklad

sin e€os T+x

. Policz n-ta pochodna funkcji f(z) =e

e w punkcie xg =1 dla n = 1 - wykonalne ¢wiczenie
e w punkcie xg = 1 dla n = 2 - przeciez mamy programy takie, jak Mathematica

e w punkcie zg = —2 dla n = 20 - Mathematica jednak nie da rady, a moze wystarczy, ze pochodna
istnieje?:-)

4.2. Przyklad.

Sprobujmy policzyé pochodne za pomoca ilorazéw réznicowych, czyli

F(20) ~ f(xo + h})L — f(zo)

dlah=k"%1i=0,...,80.

12
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Efekt kasowania bitéw przy odejmowaniu

Aby unikngé¢ efektu kasowania bitéw mozemy postuzyé sie liczbami zespolonymi

F(z0) ~ Imf(l‘o}j- ih)
0.15
0.10
0A05j
. R

Funkcja musi mieé rozszerzenie zespolone!

4.3. Obliczanie pochodnych funkcji prostych.

W obliczeniach na komputerze rzadko potrzebujemy znaé¢ formute na pochodne czastkowe funkcji
prostej. Interesuja nas raczej wartosci tych pochodnych. Doktadne wartoéci pochodnych mozemy
oblicza¢ za pomocy automatycznego rézniczkowania |3]. Metoda ta pozwala nam réwniez wyznaczac
wspotczynniki Taylora dla rozwigzania problemu poczatkowego dla (nieautonomicznych) réwnar rézniczkowych
zwyczajnych.

Wiasciwie kazdy algorytm przeksztalcajacy dane wejsciowe (zmienne niezalezne) na zmienne zalezne
da sie zrézniczkowacé. Stad czesto uzywa sie okreslenia algorithmic differentiation.

Jak policzyé wartosé f/(zg)?

Na poczatek dla uproszczenia zatdézmy, ze f : R — R jest funkcjg prosta. Najprostsza metoda
rozniczkowania algorytmicznego polega na propagowaniu par warto$¢ funkcji i wartosé pochodnej
funkcji przez kolejne operacje elementarne sktadajace sie na funkcje prosta.
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Zamiast liczb bedziemy pracowac na parach (u,u’). Pierwszy element pary u bedzie zawsze oznaczal
warto$é funkcji policzonej w ustalonym punkcie xg, natomiast v’ bedzie oznacza¢ pochodng funkcji
policzonej w xg.

Regutly podstawowe:

o (u,u)+ (v,0) = (utv,u £
o (u,u') x (v,v) = (uv,uv’ + u'v)

o (u,u) + (v,v) = (u/v, (u' = (u/v)v')/v)

Podobne wyrazenia znajdujemy na pochodne wszystkich funkcji elementarnych. Idee automatycznego
rozniczkowania przedstawimy na przyktadach - formalne oznaczenia i definicje jedynie utrudniaja
zrozumienie tej bardzo prostej metody.

4.4. Przyklad.

: (x+1)(z—2)

Niech f(z) = —————
/(@) T+ 3

f zastepujemy przez (c,0), gdyz pochodna statej po zmiennej jest rowna zero. Kazde wystapienie

zmiennej x zastapimy para (z, 1) - pochodna zmiennej = po tej samej zmiennej jest réwna jeden.

. Obliczymy f(3) oraz f'(3). Kazda stala ¢, ktéra wystepuje w formule

Metoda polega na propagowaniu tych poczatkowych wartosci przez kolejne operacje i funkcje elemen-
tarne.

) X ((3’ ) — (270)) (4, 1) X (17 1) (475) <2 13)
3718

Otrzymana na koricu para liczb to wartosci f(3) oraz f'(3). Nalezy podkresli¢, ze do obliczenia
doktadnej wartosci pochodnej nie potrzebowaliémy wzoru na pochodna.

4.5. Przyklad funkcji wielu zmiennych.

Kiedy mamy funkcje wiecej niz jednej zmiennej, mozemy rozszerzy¢ nasz wektor o kolejne pochodne

czastkowe, czyli (u,u),ul,...,u,). Takie podejscie pozwala nam na liczenie jednoczes$nie wszyst-

z 1

kich lub wybranych pochodnych czastkowych funkcji prostej. Rozwazmy funkcje f(x,y) = L—E
xy —

Policzymy jej wartos¢ i pochodne czastkowe w punkcie (2, —2) uzywajac regut automatycznego rézniczkowa-
nia. Kazde wystapienie zmiennej x zastepujemy przez trojke (x,1,0), y przez (y,0,1) i stale przez
(¢,0,0). Mamy

(2,1,0) + (—2,0,1) + (1,0,0) (1,1,1) 1,1,1) (-1 -3 -7
(2,1,0) x (=2,0,1) — (1,0,0)  (—4,-2,2)—(1,0,0)  (=5,—2,2) <52525>

Metoda ta pozwala réwniez na wyznaczanie pochodnych kierunkowych funkcji wielu zmiennych.
Wystarczy kazda zmienng x zastapi¢ przez (z,u), gdzie u jest kierunkiem wzdiuz ktorego chcemy
policzy¢ pochodna.
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4.6. Arytmetyka szeregéw Taylora dla funkcji jednej zmiennej.

Podang wczesniej idee propagowania pochodnej przez kolejne operacje i funkcje elementarne mozemy
rozszerzy¢ na skonczone szeregi Taylora.

(k)
Oznaczmy f[k] () = / kl(x> - k-ty wspotczynnik Taylora f w x. Mozna wyprowadzi¢ wzory na
wspotezynniki Taylora ztozenia funkeji i operacji elementarnej z wielomianem.

(f + g)[k] = fl 4 glH

k
(f - g)[k] _ Zf[i] .g[k—i]
i=0

k1
(f/lg)H = g[lo] (f[k] _ Z(f/g)[ﬂ .g[k_z‘]>

i=0
exp(f1 dla k=0
(exp( )M ol -
7 2ic1 0f - (exp(f)) dla k>0
4.7. Calki oznaczone - praktyczny algorytm adaptacyjny.

Stosujac arytmetyke wielomiandéw Taylora mozemy policzy¢ szereg Taylora funkcji prostej w punkcie.
Przyktadowym zastosowaniem jest obliczanie calki oznaczonej z funkcji jednej zmiennej. Korzystajac
z wzoru Taylora z resztg Lagrange’a mamy

fla+h)=>" fH(a)nk 4+ frHy)n+t
k=0

—_———
F(h)

dla pewnego y € [a,a + h]. Ponadto mamy oszacowanie
hr+2
r+2

a<y<a+h

/a " - /0 hF(t)dt\ < max 7P+

W "tradycyjnych" metodach catkowania podany przedzial catkowania [a,b] jest dzielony na z gory
zadang liczbe czedci, a przyblizona wartos¢ calki jest wyznaczana za pomoca wartosci funkceji w weztach.
Adaptacyjny algorytm oparty o wzor Taylora wykorzystuje fakt, ze niezwykle tatwo mozemy policzy¢
przyblizony btad kwadratury i w ten sposéb dynamicznie okresli¢ krok, z jakim przesuwamy sie po
przedziale [a, b] liczac przyblizona wartosé¢ catki.

Przyjmujac
[r+1] ~ | Flr+1]
Lmax || = (£ a)
otrzymujemy
hr+2 tol(r + 2) |/ 2
[r+1](g) AT A
‘f (a)r - 2’ < tol = h< =)

Zatem algorytm calkowania polega na przedziale [a,b] przy zadanej tolerancji na pojedynczy krok tol
polega na
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e policzeniu wspoélczynnikéw Taylora funkcji w punkcie a do rzedu r 4+ 1 wlacznie

tol(r+2) 1/(r+2)

G0

obliczeniu h < min{b — a,

obliczeniu calki z wielomianu na przedziale [a,a + h]

e powtorzeniu powyzszych krokow dla przedziatu [a + h, b]

5 Metoda Taylora dla réwnan rézniczkowych.

Przedstawiona wczedniej idea wyznaczania wartosci funkcji wraz z jej pochodnymi moze zostaé tatwo
zaadoptowana do wyznaczania wspotczynnikéw Taylora rozwiazan réwnai rézniczkowych zwyczajnych.
Zatozmy, ze f : R™ — R" jest funkcja prosta oraz ustalmy zg € R”.

Dla funkcji p : R — R™ przez p(")(t) bedziemy oznaczaé¢ wektor n-tych pochodnych funkcji p w
punkcie ¢, natomiast przez pl™(t) wektor n-tych wspotezynnikéw Taylora w rozwinieciu funkcji p.
Niech z : R — R" bedzie rozwiazaniem réwnania

2 = (@), 2(0) = o (4)

okreglonym w pewnym otoczeniu zera. Okreslamy funkcje F' = f ox, réwniez zdefiniowanag w pewnym
otoczeniu zera. Poniewaz funkcja f jest prosta, to zaréwno z jak i F' sa analityczne w otoczeniu zera.
Mamy wiec zwiazki

d [ .. A > )
" (Z :cm(ow> => Fllo)
i=0 i=0
Roézniczkujac wyraz za wyrazem i poréwnujac wspodtczynniki otrzymujemy

200) = =z

AH0) = —F) (5)

5.1. Przyklad.

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe
& =y(a® +y?)
= —a(z? +y?)

i warunek poczatkowy (xo,y0) = (1,—1). Z kazdym wyrazeniem mozemy skojarzy¢ skierowany graf
acykliczny
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v3_—x

Fz——X(x 2+yP)
V]_:X
v4 X+y?
Vo=y?
y > Fi=yO@+y?)
Na grafie zdefiniowalismy nowe funkcje posrednie (jednej zmiennej t) v;, i = 1,...,4. Poniewaz zawsze

bedziemy liczy¢ pochodne w zerze, to pominiemy argumenty. Podstawiajac punkt poczatkowy mamy
kolejno

70 = o =1

v = yo=-1

UEO] = 0 4 0]

Wl = 0yl g
U;[J,O] U p——
ULO] _ [0} + v[] 9
FO = Sl W=
FQ[O] = v:[?] * vz[lo] =-2

17



Korzystajac z (5) mozemy policzy¢ wartosci pierwszych wspotczynnikéw Taylora x i y i kolejno

2 = FI[O] = -2

y[l] _ FQ[O] 9

’UEI] = 24204 = 4

vg] = 2x y[o] * y[l] =4

’U:[))l] = —iL'[l] =2

vz[ll] = vgl] + vg] =0

Flm = y[o} * UE] + y[l] * ’UZ[LO] =4
FQD] = v:[go] * ’UE] + v:[}] * ULO] =4

Ponownie korzystajac z (5) wyznaczamy drugie wspotczynniki Taylora

22 = %Fl[” -9
J2 = %FQU]ZQ

Zatem otrzymaliémy poczatek rozwiniecia Taylora dla rozwiazania

x(t) = 1-2t—22+...
yt) = —1—2t+2%+4 ...

Uwagi:
e Powtarzajac powyzsza procedure mozemy obliczy¢ wspélczynniki Taylora dowolnego
rzedu bez liczenia pochodnych czastkowych pola wektorowego!

e Implementacja powyzszej metody jest tatwa, oczywiscie przy odpowiedniej wiedzy programisty-
cznej. Elementarna implementacja podstawowych operacji +, —, %, — zajmuje okoto 30 minut.

e Nie ma potrzeby oddzielnej implementacji automatycznego rézniczkowania dla réznych pél wek-
torowych. Kod jest jeden, zmienia sie tylko formuta na pole wektorowe. Przyktadows implemen-
tacje mozna znalez¢ pod adresami [1, 2].

e Metoda jest bardzo szybka - ztozonos¢ obliczeniowa jest kwadratowa wzgledem rzedu.

5.2. Przyklad: Hamiltonian Hénona-Heilesa.

1 1,

1
H(z,y,pa,py) = 5 (02 +py) + 5(2" +9°) + 2%y = 2y

18



Typowa chaotyczna trajektoria

0.8

Symplektyczne metody Eulera:

-08 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08

Dn+l = DPn T+ thH(anrl ) QH)v

dn+1 = d4n — hva(pn+la Qn)
lub

Pn+1 = DPn + thH(pny Qn+1)7

n+1 = (Gn — hva(pna Qn—‘rl)-

Staly krok symplektycznej metody Eulera h = 1/128.

0.001
0.0008

0.0006 |

0.0004
0.0002

-0.0002
-0.0004
-0.0006
-0.0008

Odchylenie energii
o

Symplektyczny Euler

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Czas

Ilo$¢ krokéw w metodzie Taylora: 4810.
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Najmniejszy wykonany krok czasowy: 0.183594.

Taylor 20
le-15 T T T T T T T T T

8e-16
6e-16
4e-16
2e-16

Odchylenie energii

-2e-16

-4e-16

-6e-16 L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Czas

6 Przedzialowa metoda Taylora.

6.1. Metoda dowodzenia istnienia rozwigzania.

Lemat 5
Niech X C R™ bedzie zbiorem ograniczonym, f : R™ — R"™ bedzie klasy C' oraz ustalmy h > 0.
Zatozmy, ze' Y € 1™ spetnia warunek

X +[0,h] % £(Y) € int(Y)
Wiedy dla kazdego xo € X istnieje rozwigzanie réwnania (4) na przedziale [0, h] oraz x([0, h]) C int(Y').
Dowdd: Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze xg € X jest takim warunkiem poczatkowym, dla

ktorego z(T) € 9Y, T > 0 oraz z(t) ¢ 9Y dlat € [0,T). Korzystajac z twierdzenia o wartosci srednie]
wnioskujemy, ze dla pewnych ¢1, ..., ¢, € [0,T]

() = zo+Tx*(fi(z(cr)), faz(c2))s- .., fulz(cn)))
€ 2o+ Txf(Y)CX+[0,h]xf(Y) Cint(Y)

co jest sprzeczne z wyborem T i zg. ]

6.2. Przyklad

2" = —sin(x) + 0.12/, h =0.25
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[X] = [1,2] x[0.4,0.5]
Y] = [X]+h[-.2,1.5]% f([X]) C [0.9749,2.1875] x [0.04,0.548]
Z] = [X]+[0,h] f([Y]) C [1.0,2.137] x [0.1502,0.5] C int([Y])

Rozwazmy zbiér warunkéw poczatkowych [z] € I". Niech Y € I bedzie zbiorem, ktéry zawiera
rozwigzania startujace ze zbioru [z] dla wszystkich czaséw posrednich ¢ € [0,h] (jak w Lemacie 5).
Stosujac rozwiniecie Taylora otrzymujemy, ze dla y € [z] zachodzi

p
y(h) =Yy (O + o)
1=0

dla pewnego y € Y. W powyzszym wyrazeniu nie znamy gy, ale wiemy, ze

g+1(0) € YPHI(0)
przy czym ostatnie wyrazenie to policzony wspdlczynnik Taylora na calym zbiorze Y w arytmetyce
przedziatowej. Podsumowujac, dla zbioru warunkéw poczatkowych [z] mamy

[z(h)] C Zp:[x][i] (0)h' + ylp+1] (0)hPH!
i=0

Uwaga: Iterowanie powyzszej procedury, aczkolwiek mozliwe, bardzo szybko prowadzi do efektu

wrappingowego (pakowania), co powoduje, ze otrzymane oszacowania w kilku krokach staja sie
bardzo duze, najczesciej uniemozliwiajac dalsze catkowanie (czyli stwierdzenie istnienia rozwigzania).
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Mozliwe rozwiazanie tego problemu, to uzycie roznych reprezentacji podzbiorow R™ (algorytm Lohn-
era). Szczegoly mozna znalezé np. w [5, 7, 8, 12].

6.3. Przyklad zastosowania.

Rozwazmy uktad Lorenza

& =S(y—wx)
y =Rr—y—xz (6)
2 =xy—Qz

z klasycznymi wartosciami parametrow R = 28, @ = 8/3, S = 10. Naszym celem jest pokazanie, ze
uktad posiada rozwiazanie okresowe. Podstawowym narzedziem jest

Twierdzenie 6 (Przedzialowa metoda Newtona)
Zatoimy, ze f: R™ — R™ jest klasy C'. Niech X bedzie wektorem przedziatowym w R™ oraz ustalmy
xg € X. Jesli operator Newtona

N(xo, X, f) =20 — [Df(X)]r - f(z0)

spetnia
N(ao, X, f) C int(X)

to funkcja f ma doktadnie jedno zero w zbiorze X. Ponadto to jedyne zero nalezy do zbioru N(xzo, X, f).

Niech © = {(=,y, z) € R?: z = 27} oznacza sekcje Poincarégo dla réwnania (6). Na sekcji © bedziemy
uzywaé zmiennych (z,y), gdyz trzecia wspotrzedna jest ustalona. Punkt

u = (—2.1473676319180245997, 2.0780482114612310873)

zostal wybrany jako bardzo dobre przyblizenie punktu okresowego o okresie 4 dla odwzorowania
Poincarégo P : © — ©. Punkt ten wyznaczono uzywajac standardowej metody Newtona szukania
zer dla funkcji P — Id. Okreglamy

W=u+3-10""2.[-1,1)?
Przy pomocy metod arytmetyki przedziatowej dostajemy oszacowania

[—2.3852031461046863114, 2.3647750424515834311]

(P*—Id)(u) < 107'2.
[—1.1577405700791132404, 1.1297629498585592955]

A B

(Pt 1w, < |7 7

; C

gdzie

[0.022644098798216383273, 0.022644101594014420797]
= [2.735648960361377835,2.7356489681148881132]

[1.3795142632522359172,1.3795142648422014098|

[2.6903031711761165035, 2.6903031755074655607]

O QW x
I
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Nastepnie liczymy operator Newtona

[—2.1473676319205856622, —2.1473676319154577641]

N(u, W,P*—1d) c
[2.0780482114603451294, 2.0780482114621245948]
co dowodzi, ze istnieje doktadnie jeden u* € W, dla ktérego P*(u*) = w*. Oczywiscie u* jest
rozwigzaniem okresowym dla uktadu (6). Na ponizszym rysunku przedstawiono orbite bardzo bliska
do udowodnionego rozwigzania okresowego.

X
20 =1 T T T T T ™
10— N
0 EEPS
-10+ N
_201— [ TR [ T TR TR T |
-15 -10 -5 0 5 10 15
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