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1 Liczby zmiennoprzecinkowe.

1.1. Przykªad.

Policz na komputerze warto±¢ funkcji

f(x, y) = 333.75y6 + x2(11x2y2 − y6 − 121y4 − 2) + 5.5y8 + x/(2y)

dla x0 = 77617 i y0 = 33096.

Wyniki:

narz¦dzie obliczona warto±¢

Open O�ce 3.0 Calc 1.1726039

C++ �oat (32 bity) −2.51654 · 1029

C++ double (64 bity) −4.15628 · 1020

C++ long double (80 bitów) 5.7646 · 1017

Mathematica −1.18059 · 1021

GNU multiprecision library (140 bitów) −0.827396

Mathematica - wynik dokªadny −54767/66192 ≈ −0.827396

Przyczyna: Dwa skªadniki

T1 = 5.5y80 = +7917111340668961361101134701524942848

T2 = 333.75y60 + x20(11x20y
2
0 − y60 − 121y40 − 2) = −7917111340668961361101134701524942850

s¡ bardzo du»e na moduª, a ich suma wynosi −2. Przy obliczeniach np. z precyzj¡ double mamy okoªo
17 cyfr znacz¡cych, wi¦c w ka»dej operacji na nich wynik jest zaokr¡glany. Kumulacja tych zaokr¡gle«
prowadzi do zupeªnie bª¦dnych wyników.

1.2. Przykªad.

Wykres wielomianu

f(x) = (x− 1)6

= x6 − 6x5 + 15x4 − 20x3 + 15x2 − 6x+ 1

= x(x(x(x(x(x− 6) + 15)− 20) + 15)− 6) + 1

1



przy u»yciu ró»nych reprezentacji

0.996 0.998 1.000 1.002 1.004

-5.´10-15

5.´10-15

1.´10-14

1.5´10-14

2.´10-14

Hx-1L^6

Horner

expanded

1.3. Przykªad.

Sumy obliczone w precyzji float (32 bity)

1000∑
i=1

1.0e− 3 = 0.99999070167541504

10000∑
i=1

1.0e− 4 = 1.0000535249710083

1.4. Standard IEEE 754.

Standard IEEE 754 [4] okre±la mi¦dzy innymi

• sposób reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych

• zasady wykonywania oblicze« na liczbach zmiennoprzecinkowych

IEEE 754 okre±la cztery sposoby reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych.

• single-precision, 32 bity (float w C/C++)
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• single-extended precision, 43 bity lub wi¦cej, obecnie nieu»ywany

• double-precision, 64 bity (double w C/C++)

• double-extended precision, 79 bitów lub wi¦cej
(80-bitowy long double w C/C++, 128-bitowy quadruple)

W obliczeniach przeprowadzanych na komputerze najcz¦±ciej korzysta si¦ z liczb typu double. Ka»da
liczba typu double jest zakodowana w 64�bitowym ci¡gu, w którym

• 52 mªodsze bity koduj¡ mantys¦ liczby (oznaczmy m),

• kolejne 11 bitów koduje wykªadnik (oznaczmy w),

• natomiast najstarszy bit jest bitem znaku (oznaczmy z).

Warto±¢ tak reprezentowanej liczby typu double to

x = (−1)z · 1,m · 2w+1 (1)

Uwagi:

• mantysa m jest ci¡giem cyfr cz¦±ci uªamkowej liczby zapisanej w systemie dwójkowym

• wykªadnik w jest zakodowany nadmiarowo, czyli warto±ci 0 odpowiada posta¢ binarna (10000000000)2
a pozostaªe licz¡ si¦ wzgl¦dem 0.

Jest grupa liczb, które nie s¡ reprezentowane zgodnie z (1). S¡ to mi¦dzy innymi:

000 0000000000000 ≡ 0,

7FF 0000000000000 ≡ ∞,
FFF 0000000000000 ≡ −∞.

(2)

Ponadto wyró»nia si¦ specjaln¡ grup¦ liczb, tzw. subnormalne dla liczb bliskich zera, ale ze wzgl¦du
na ograniczony czas kursu pominiemy szczegóªy.

Przy tak wprowadzonym sposobie kodowania mamy:

000 0000000000001 ≈ 4.94066 · 10−324,

7FE FFFFFFFFFFFFF ≈ 1.79769 · 10308.

Oznaczenie: Przy ustalonej reprezentacji (np. double) zbiór wszystkich liczb reprezentowalnych
oznaczamy przez R̂.

1.5. Rounding.

Wiemy ju», »e wynik operacji arytmetycznej na liczbach reprezentowalnych na ogóª nie jest liczb¡
reprezentowaln¡. Naturalnym »¡daniem jest, aby wynik ten byª mo»liwie bliski dokªadnemu wynikowi
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operacji arytmetycznej. Wykorzystuje si¦ do tego funkcje zaokr¡glaj¡ce. Od funkcji zaokr¡glaj¡cej
	 : R→ R̂ wymaga si¦ naturalnych wªasno±ci

(R1) x ∈ R̂⇒	 (x) = x,

(R2) x, y ∈ R ∧ x ≤ y ⇒	 (x) ≤	 (y).

Mo»na wykaza¢ nast¦puj¡cy

Lemat 1

Niech x ∈ R oraz niech 	 : R → R̂ speªnia (R1) i (R2). Wtedy przedziaª o ko«cach x oraz 	 (x)
nie zawiera »adnej liczby reprezentowalnej w swoim wn¦trzu.

Standard IEEE 754 okre±la równie» kilka sposobów zaokr¡glania liczb rzeczywistych do liczb reprezen-
towalnych (podamy tylko najwa»niejsze).

1. roundZero, czyli zaokr¡glanie w stron¦ zera. Jest to najprostszy sposób zaokr¡glania, który
oznaczymy przez �z

�z(x) = sgn(x) max{y ∈ R̂ : y ≤ |x|}

Wprost z de�nicji ta funkcja zaokr¡glaj¡ca jest nieparzysta.

2. zaokr¡glanie kierunkowe, czyli zaokr¡glanie w gór¦ lub w dóª. B¦dziemy je oznacza¢ ↑ (x)
oraz ↓ (x). Od tego zaokr¡glania b¦dziemy dodatkowo »¡da¢ speªnienia warunku

(R3a) ↑ (x) ≥ (x),

(R3b) ↓ (x) ≤ (x).

4



Zaokr¡glenia te mo»emy równie» okre±li¢ za pomoc¡ wzorów

↑ (x) = min{y ∈ R̂ : y ≥ x}, ↓ (x) = max{y ∈ R̂ : y ≤ x}.

S¡ to niezwykle u»yteczne tryby zaokr¡glania w ±cisªej analizie numerycznej. Pozwalaj¡ wyliczy¢
przedziaª, w którym na pewno znajduje si¦ wynik dokªadnej operacji arytmetycznej. Ponadto
zachodzi

↑ (−x) = − ↓ (x), ↓ (−x) = − ↑ (x).

Wªasno±¢ ta mo»e by¢ wykorzystana do przyspieszania oblicze« (przeª¡czanie trybu zaokr¡glania
znacz¡co spowalnia obliczenia), ale mo»e by¢ równie» ¹ródªem trudnych do wykrycia bª¦dów w
kodzie (np. przy zbyt agresywnej optymalizacji kompilatora).

3. roundNearest, czyli zaokr¡glanie do najbli»szej liczby reprezentowalnej. Oznaczmy to odw-
zorowanie, przez l: R → R̂. Ustalmy x ∈ R \ R̂. Mo»na pokaza¢, »e mantysy (w systemie
dwójkowym z kododwania liczb zmiennoprzecinkowych)

(a0 . . . ap−1)

(b0 . . . bp−1)

liczb a =↓ (x) oraz b =↑ (x) speªniaj¡ ap−1 6= bp−1. Niech µ = 1
2(↑ (x)+ ↓ (x)). Dla x > 0

okre±lamy,

l (x) =

{
↓ (x), x ∈ [↓ (x), µ) lub x = µ ∧ ap−1 = 0

↑ (x), x ∈ (µ, ↑ (x)] lub x = µ ∧ bp−1 = 0

Dla x < 0 okre±lamy l (x) = − l (−x).

1.6. Dziaªania elementarne.

Standard IEEE 754 okre±la równie» dokªadno±¢ z jak¡ procesor musi wykona¢ operacje arytmetyczne
dla: dodawania, odejmowania, mno»enia, dzielenia i pierwiastkowania.

W szczególno±ci, je±li a, b ∈ R̂, ? ∈ {+,−, ∗,÷} oraz procesor jest w trybie zaokr¡glania 	∈ {↑, ↓, l},
to

|a 	 (?)b− a ? b| ≤ |a ? b|εM
a ↓ (?)b ≤ a ? b ≤ a ↑ (?)b

gdzie εM jest precyzj¡ w danej reprezentacji i np. dla typu double wynosi εM = 2−53. W powy»szym,

przez a 	 (?)b rozumiemy wynik dziaªania arytmetycznego a ? b wykonanego przez procesor w trybie

zaokr¡glania 	.

2 Arytmetyka przedziaªowa.

2.1. Oznaczenia.
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B¦dziemy rozwa»a¢ tylko przedziaªy zwarte. B¦dziemy je oznacza¢ przez

[a] = [ a, a ] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ ā}.

Zbiór wszystkich zwartych przedziaªów b¦dziemy oznacza¢ przez

I = {[ a, a ] : a, a ∈ R, a ≤ a } .

Dla ograniczonego i niepustego podzbioru S ⊂ Rn oznaczamy otoczk¦ przedziaªow¡ zbioru S przez

[S]I =
⋂
{[u] : [u] ∈ In, S ⊂ [u]} ∈ In.

przy czym w powy»szym uto»samiamy elementy

In 3 ([x]1, . . . , [x]n)→ [x]1 × · · · × [x]n ∈ 2R
n
.

Elementy In b¦dziemy nazywa¢ wektorami przedziaªowymi. Elementy In, jako zbiory z dokªadno±-
ci¡ do powy»szego uto»samienia, w naturalny sposób maj¡ zde�niowane relacje

= ⊆ ⊂ 6= 6⊂

Ponadto mo»emy zde�niowa¢ dziaªania

∩ : In × In 3 ([a], [b])→ [a] ∩ [b] ∈ In ∪ {∅},
t : In × In 3 ([a], [b])→ [ [a] ∪ [b] ]I ∈ In.

2.2. Dziaªania w arytmetyce przedziaªowej.

Niech [a] = [ a, a ] oraz [b] =
[
b, b
]
b¦d¡ dwoma niepustymi przedziaªami.

De�nicja 1

Niech ? ∈ {+,−, ∗,÷} b¦dzie dowoln¡ operacj¡. Dla [a], [b] ∈ I okre±lamy

[a] ? [b] = {x ? y : x ∈ [a], y ∈ [b]}

przy czym dla dzielenia zakªadamy dodatkowo, »e 0 /∈ [b].

Obserwacje:

• Operacje arytmetyczne s¡ (sªabo) monotoniczne wzgl¦dem ka»dej zmiennej. Dlatego ka»d¡ z
operacji elementarnych mo»na zrealizowa¢ za pomoc¡ sko«czonej liczby porówna« oraz dziaªa«
na liczbach rzeczywistych.

[ a, a ] +
[
b, b
]

= [a+ b, a+ b]

[ a, a ]−
[
b, b
]

= [a− b, a− b]
[ a, a ] ∗

[
b, b
]

= [min{a ∗ b, a ∗ b, a ∗ b, a ∗ b},max{a ∗ b, a ∗ b, a ∗ b, a ∗ b}]
[a]÷

[
b, b
]

= [a] ∗ [1/b, 1/b], o ile 0 /∈
[
b, b
]√

[ a, a ] = [
√
a,
√
a]
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• nie ma rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem dodawania, np. dla [a] = [−1, 1], b = [2, 2] mamy

[a] ∗ [b]− [a] ∗ [b] = [−1, 1] ∗ [2, 2]− [−1, 1] ∗ [2, 2] = [−2, 2]− [−2, 2] = [−4, 4]

[a] ∗ ([b]− [b]) = [−1, 1] ∗ [0, 0] = [0, 0]

Natomiast zawsze mamy speªnion¡ inkluzj¦ [a] ∗ ([b] + [c]) ⊂ [a] ∗ [b] + [a] ∗ [c].

• nale»y minimalizowa¢ licz¦ wyst¡pie« zmiennych w wyra»eniach. We¹my na przykªad funkcj¦
f(x) = (x− 1)2 − 1 = x(x− 2) = x2 − 2x oraz [x] = [0, 1]

([x]− 1)2 − 1 = [−1, 0]2 − 1 = [−1, 0]

[x] ∗ ([x]− 2) = [0, 1] ∗ ([0, 1]− 2) = [0, 1] ∗ [−2,−1] = [−2, 0]

[x]2 − 2[x] = [0, 1]2 − 2[0, 1] = [0, 1]− [0, 2] = [−2, 1]

Uwaga: Niezale»nie od reprezentacji wyra»enia otrzymany przedziaª zawiera obraz odcinka
[0, 1] przez funkcj¦ f .

W naturalny sposób mo»emy rozszerzy¢ operacje przedziaªowe na funkcje elementarne

{sin, cos,
√
, exp, log, . . .},

na przykªad
sin([x]) = [inf{sin(a) : a ∈ [x]}, sup{sin(a) : a ∈ [x]}]

Oznaczenia:

• Zaªó»my, »e funkcj¦ f : Rn → R mo»na wyrazi¢ za pomoc¡ sko«czonej liczby zªo»e« funkcji i
operacji elementarnych oraz ustalmy mo»liw¡ reprezentacj¦. Takie funkcje b¦dziemy nazywali
funkcjami prostymi.

• Je±li f : Rn → R jest funkcj¡ prost¡ to przez [f ]([x]1, [x]2, . . . , [xn]) b¦dziemy oznacza¢ ewaluacj¦
funkcji f w arytmetyce przedziaªowej. Zwykle reprezentacja funkcji f jest ustalona i nie prowadzi
to do nieporozumie«.

Podstawowa wªasno±¢ arytmetyki przedziaªowej: Je»eli funkcja f : Rn → R jest funkcj¡
prost¡, [u] ∈ In oraz [f ]([u]) istnieje, to

f([u]) ⊂ [f ]([u])

2.3. Przedziaªy reprezentowalne.

Ide¦ arytmetyki przedziaªowej mo»emy przenie±¢ na obliczenia wykonywane na komputerze z uwzgl¦d-
nieniem funkcji zaokr¡glaj¡cych.

Oznaczenie: Zbiór przedziaªów, których ko«ce s¡ liczbami reprezentowalnymi (czyli ze zbioru R̂)
nazywamy przedziaªami reprezentowalnymi i oznaczamy Î.
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Dla operacji elementarnych okre±lonych w standardzie IEEE 754, czyli {+,−, ∗,÷,√ } oraz [a], [b] ∈ Î

[ a, a ] +̂
[
b, b
]

= [a ↓ (+)b, a ↑ (+)b] ∈ Î
[ a, a ] −̂

[
b, b
]

= [a ↓ (−)b, a ↑ (−)b] ∈ Î

Podobnie dla mno»enia, dzielenia i pierwiastkowania. Pozostaªe funkcje elementarne, które nie s¡
wspierane standardem, mog¡ by¢ zrealizowane za pomoc¡ istniej¡cych operacji, chocia» w niejednoz-
naczny i zale»ny od implementacji sposób.

Funkcj¦ wykªadnicz¡ mo»na zrealizowa¢ na przykªad tak. Niech [e] b¦dzie najmniejszym w sensie
inkluzji przedziaªem reprezentowalnym zawieraj¡cym staª¡ Eulera. Je±li z ∈ [0, 1)∩R̂, to z tw. Taylora
z reszt¡ Lagrange'a mamy

exp(z) =

20∑
i=0

zi

i!
+

z21∗
(21)!

dla pewnego z∗ ∈ [0, z]. Wykonuj¡c obliczenia na komputerze powy»sze wyra»enie ewaluujemy na
przykªad tak

exp([z, z]) ∈
20∑
i=0

[z, z]i

i!
+

[0, z]21

(21)!

lub u»ywaj¡c schematu Hornera.

Je»eli z /∈ [0, 1) to z = p + y, gdzie p jest liczb¡ caªkowit¡ a y ⊂ [0, 1). Wtedy exp(z) ∈ [e]p · exp(y).
Wyra»enie [e]p jest zwykªym iloczynem przedziaªów.

Dla dowolnego przedziaªu reprezentowalnego [x] = [x, x ] korzystaj¡c z monotoniczno±ci funkcji wykªad-
niczej otrzymujemy

exp([x]) ⊂ exp([x, x]) t exp([x, x])

3 Przykªad - chaos w odwzorowaniu Rösslera (na podstawie [10]).

Odwzorowanie Rösslera [9] to dyfeomor�zm R = (R1,R2) : R2 → R2 okre±lony formuª¡

R1(x, y) = 3.8x(1− x)− 0.1y R2(x, y) = 0.2(y − 1.2)(1− 1.9x). (3)

Mamy prosty

Lemat 2

Zbiór W = [ 0.01 , 0.99 ]× [−0.33 , 0.27 ] jest dodatnio niezmienniczy wzgl¦dem R.

Dowód: Dla (x , y) ∈W mamy

R1(x, y) = 3.8x(1− x)− 0.1y ≤ 3.8 ·
(

1

2

)2

+ 0.1 · 0.33

= 0.983 < 0.99

R1(x, y) = 3.8x(1− x)− 0.1y ≥ 3.8 · 0.99 · 0.01− 0.1 · 0.27

= 0.01062 > 0.01
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Podobnie

R2(x, y) = 0.2(y − 1.2)(1− 1.9x) ≤ 0.2(−1.53)(1− 1.9 · 0.99)

= 0.269586 < 0.27

R2(x, y) = 0.2(y − 1.2)(1− 1.9x) ≥ 0.2(−0.33− 1.2)(1− 1.9 · 0.01)

= −0.300186 > −0.33

Przez N0, N1, N2 okre±lamy trzy równolegªoboki, dane przez

N0 := conv{a0, b0, c0, d0}
N1 := conv{a1, b1, c1, d1}
N2 := conv{a2, b2, c2, d2}

gdzie

a0 := { 0.6234 , 0.1000 }, b0 := { 0.6590 , 0.0920 }
c0 := { 0.6598 , 0.1320 }, d0 := { 0.6240 , 0.1400 }
a1 := { 0.7090 , 0.0808 }, b1 := { 0.7674 , 0.0680 }
c1 := { 0.7684 , 0.1080 }, d1 := { 0.7100 , 0.1208 }
a2 := { 0.9250 ,−0.0070 }, b2 := { 0.8950 ,−0.0370 }
c2 := { 0.9100 ,−0.0520 }, d2 := { 0.9400 ,−0.0220 }

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

x - nondimensional units

-0.1

0

0.1
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Twierdzenie 3

Niech

A =

 0 1 1

0 1 1

1 0 0


Niech (ij)j∈Z ∈ {0, 1, 2}Z b¦dzie ci¡giem takim, »e

Aij ,ij+1 6= 0

dla j ∈ Z (wiersze i kolumny macierzy indeksujemy od zera). Wtedy istnieje x0 ∈ Ni0 taki, »e

R3j(x0) ∈ Nij , dla j ∈ Z

Ponadto, je±li (ij) jest ci¡giem okresowym, to punkt x0 mo»e by¢ wybrany jako punkt okresowy dla R3

o tym samym okresie podstawowym.

3.1. Narz¦dzia topologiczne dowodu - relacje nakrywaj¡ce.

De�nicja 2 (Zgliczy«ski, [11])
Trójka zbiorów to ukªad N = (|N |, N l, N r) domkni¦tych podzbiorów R2 speªniaj¡cych nast¦puj¡ce

warunki:

1. |N | jest równolegªobokiem, N l i N r s¡ póªpªaszczyznami,

2. N l ∩N r = ∅,

3. N le := N l ∩ |N |, N re := N r ∩ |N | s¡ rozª¡cznymi kraw¦dziami |N |.

Wtedy |N |, N l, N r, N le oraz N re nazywamy odpowiednio no±nikiem, lew¡ stron¡, praw¡ stron¡, lew¡

kraw¦dzi¡, praw¡ kraw¦dzi¡ N .

Na Rysunku 1 przedstawiono typow¡ trójk¦ zbiorów.

noœnik

prawa strona

lewa strona

Figure 1: Trójka zbiorów, lewa i prawa kraw¦d¹ zostaªy zaznaczone pogrubion¡ lini¡.
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Reprezentacja trójek zbiorów. Aby okre±li¢ konkretn¡ trójk¦ zbiorów trzeba poda¢, jakie s¡ wierz-
choªki równolegªoboku i które póªpªaszczyzny s¡ wyró»nione jako lewa i prawa strona. W praktyce
wygodnie jest przyj¡¢ nast¦puj¡c¡ notacj¦.

Trójka zbiorów jest zde�niowana jako N = t(c, u, s), gdzie c, u, s ∈ R2 s¡ takie, »e u, s s¡ liniowo
niezale»ne. Wtedy okre±lamy

|N | := {x ∈ R2 | ∃t1, t2 ∈ [−1, 1] x = c+ t1u+ t2s},
= c+ [−1, 1] · u+ [−1, 1] · s,

N l := c+ (−∞,−1] · u+ (−∞,∞) · s,
N r := c+ [1,∞) · u+ (−∞,∞) · s.

Przy takim okre±leniu c jest ±rodkiem równolegªoboku N , u wyznacza kierunek 'niestabilny', natomiast
s - kierunek 'stabilny'. Ponadto

N le := c− u+ [−1, 1] · s,
N re := c+ u+ [−1, 1] · s.

Relacje nakrywaj¡ce. Zaªó»my, »e N,M s¡ trójkami zbiorów oraz f : |N | −→ Rd jest ci¡gªe.

De�nicja 3 (Zgliczy«ski, [11])
Mówimy, »e N f -nakrywa M , je»eli

a: f(|N |) ⊂ int(M l ∪ |M | ∪M r),

b: albo f(N le) ⊂ int(M l) i f(N re) ⊂ int(M r)
albo f(N le) ⊂ int(M r) i f(N re) ⊂ int(M l)

Wtedy piszemy N
f

=⇒M (lub N =⇒M).

Przykªad nakrywania przedstawiono na Rysunku 2.

Figure 2: Przykªad nakrywania N
f

=⇒ N
f

=⇒M

Twierdzenie 4 (Zgliczy«ski, [11])
Zaªó»my, »e M1,M2, . . . ,Mn s¡ trójkami zbiorów, M :=

⋃n
i=1 |Mi| oraz f : M −→ R2 jest ci¡gªe

oraz

M1
f

=⇒M2
f

=⇒ · · · f
=⇒Mn.
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Wtedy istnieje x ∈ |M1| taki, »e f i(x) ∈ |Mi+1|, dla i = 1, . . . , n−1. Ponadto, je±li M1 = Mn to punkt

x mo»e by¢ wybrany tak, »e fn(x) = x.

Obserwacja: powy»sze twierdzenie ma otwarte zaªo»enia - dobrze postawione dla komputerowo
wspieranych dowodów.

Dowód Twierdzenia 3: Przy pomocy arytmetyki przedziaªowej sprawdzamy, »e zachodz¡ nast¦pu-
j¡ce relacje nakrywaj¡ce

N1
R3

=⇒ N1
R3

=⇒ N0

N0
R3

=⇒ N2
R3

=⇒ N0

N2
R3

=⇒ N1

Teraz tez¦ otrzymujemy z Twierdzenia 4.

4 Ró»niczkowanie automatyczne.

4.1. Przykªad

. Policz n-t¡ pochodn¡ funkcji f(x) = esin ecos x+x

• w punkcie x0 = 1 dla n = 1 - wykonalne ¢wiczenie

• w punkcie x0 = 1 dla n = 2 - przecie» mamy programy takie, jak Mathematica

• w punkcie x0 = −2 dla n = 20 - Mathematica jednak nie da rady, a mo»e wystarczy, »e pochodna
istnieje?:-)

4.2. Przykªad.

Spróbujmy policzy¢ pochodne za pomoc¡ ilorazów ró»nicowych, czyli

f ′(x0) ≈
f(x0 + h)− f(x0)

h

dla h = k−i, i = 0, . . . , 80.
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Efekt kasowania bitów przy odejmowaniu

Aby unikn¡¢ efektu kasowania bitów mo»emy posªu»y¢ si¦ liczbami zespolonymi

f ′(x0) ≈ Im
f(x0 + ih)

h

20 40 60 80

0.05

0.10

0.15

Funkcja musi mie¢ rozszerzenie zespolone!

4.3. Obliczanie pochodnych funkcji prostych.

W obliczeniach na komputerze rzadko potrzebujemy zna¢ formuª¦ na pochodne cz¡stkowe funkcji
prostej. Interesuj¡ nas raczej warto±ci tych pochodnych. Dokªadne warto±ci pochodnych mo»emy
oblicza¢ za pomocy automatycznego ró»niczkowania [3]. Metoda ta pozwala nam równie» wyznacza¢
wspóªczynniki Taylora dla rozwi¡zania problemu pocz¡tkowego dla (nieautonomicznych) równa« ró»niczkowych
zwyczajnych.

Wªa±ciwie ka»dy algorytm przeksztaªcaj¡cy dane wej±ciowe (zmienne niezale»ne) na zmienne zale»ne
da si¦ zró»niczkowa¢. St¡d cz¦sto u»ywa si¦ okre±lenia algorithmic di�erentiation.

Jak policzy¢ warto±¢ f ′(x0)?

Na pocz¡tek dla uproszczenia zaªó»my, »e f : R → R jest funkcj¡ prost¡. Najprostsza metoda
ró»niczkowania algorytmicznego polega na propagowaniu par warto±¢ funkcji i warto±¢ pochodnej
funkcji przez kolejne operacje elementarne skªadaj¡ce si¦ na funkcj¦ prost¡.
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Zamiast liczb b¦dziemy pracowa¢ na parach (u, u′). Pierwszy element pary u b¦dzie zawsze oznaczaª
warto±¢ funkcji policzonej w ustalonym punkcie x0, natomiast u′ b¦dzie oznacza¢ pochodn¡ funkcji
policzonej w x0.

Reguªy podstawowe:

• (u, u′)± (v, v′) = (u± v, u′ ± v′)

• (u, u′)× (v, v′) = (uv, uv′ + u′v)

• (u, u′)÷ (v, v′) = (u/v, (u′ − (u/v)v′)/v)

Podobne wyra»enia znajdujemy na pochodne wszystkich funkcji elementarnych. Ide¦ automatycznego
ró»niczkowania przedstawimy na przykªadach - formalne oznaczenia i de�nicje jedynie utrudniaj¡
zrozumienie tej bardzo prostej metody.

4.4. Przykªad.

Niech f(x) =
(x+ 1)(x− 2)

x+ 3
. Obliczymy f(3) oraz f ′(3). Ka»d¡ staª¡ c, która wyst¦puje w formule

f zast¦pujemy przez (c, 0), gdy» pochodna staªej po zmiennej jest równa zero. Ka»de wyst¡pienie
zmiennej x zast¡pimy par¡ (x, 1) - pochodna zmiennej x po tej samej zmiennej jest równa jeden.

Metoda polega na propagowaniu tych pocz¡tkowych warto±ci przez kolejne operacje i funkcje elemen-
tarne.

((3, 1) + (1, 0))× ((3, 1)− (2, 0))

(3, 1) + (3, 0)
=

(4, 1)× (1, 1)

(6, 1)
=

(4, 5)

(6, 1)
=

(
2

3
,
13

18

)

Otrzymana na ko«cu para liczb to warto±ci f(3) oraz f ′(3). Nale»y podkre±li¢, »e do obliczenia
dokªadnej warto±ci pochodnej nie potrzebowali±my wzoru na pochodn¡.

4.5. Przykªad funkcji wielu zmiennych.

Kiedy mamy funkcj¦ wi¦cej ni» jednej zmiennej, mo»emy rozszerzy¢ nasz wektor o kolejne pochodne
cz¡stkowe, czyli (u, u′1, u

′
2, . . . , u

′
n). Takie podej±cie pozwala nam na liczenie jednocze±nie wszyst-

kich lub wybranych pochodnych cz¡stkowych funkcji prostej. Rozwa»my funkcj¦ f(x, y) =
x+ y + 1

xy − 1
.

Policzymy jej warto±¢ i pochodne cz¡stkowe w punkcie (2,−2) u»ywaj¡c reguª automatycznego ró»niczkowa-
nia. Ka»de wyst¡pienie zmiennej x zast¦pujemy przez trójk¦ (x, 1, 0), y przez (y, 0, 1) i staªe przez
(c, 0, 0). Mamy

(2, 1, 0) + (−2, 0, 1) + (1, 0, 0)

(2, 1, 0)× (−2, 0, 1)− (1, 0, 0)
=

(1, 1, 1)

(−4,−2, 2)− (1, 0, 0)
=

(1, 1, 1)

(−5,−2, 2)
=

(
−1

5
,
−3

25
,
−7

25

)
Metoda ta pozwala równie» na wyznaczanie pochodnych kierunkowych funkcji wielu zmiennych.
Wystarczy ka»d¡ zmienn¡ x zast¡pi¢ przez (x, u), gdzie u jest kierunkiem wzdªu» którego chcemy
policzy¢ pochodn¡.
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4.6. Arytmetyka szeregów Taylora dla funkcji jednej zmiennej.

Podan¡ wcze±niej ide¦ propagowania pochodnej przez kolejne operacje i funkcje elementarne mo»emy
rozszerzy¢ na sko«czone szeregi Taylora.

Oznaczmy f [k](x) =
f (k)(x)

k!
- k-ty wspóªczynnik Taylora f w x. Mo»na wyprowadzi¢ wzory na

wspóªczynniki Taylora zªo»enia funkcji i operacji elementarnej z wielomianem.

(f ± g)[k] = f [k] ± g[k]

(f · g)[k] =
k∑

i=0

f [i] · g[k−i]

(f/g)[k] =
1

g[0]

(
f [k] −

k−1∑
i=0

(f/g)[i] · g[k−i]
)

(exp(f))[k] =

{
exp(f [0]) dla k = 0
1
k

∑k
i=1 if

[i] · (exp(f))[k−i] dla k > 0

4.7. Caªki oznaczone - praktyczny algorytm adaptacyjny.

Stosuj¡c arytmetyk¦ wielomianów Taylora mo»emy policzy¢ szereg Taylora funkcji prostej w punkcie.
Przykªadowym zastosowaniem jest obliczanie caªki oznaczonej z funkcji jednej zmiennej. Korzystaj¡c
z wzoru Taylora z reszt¡ Lagrange'a mamy

f(a+ h) =
r∑

k=0

f [k](a)hk︸ ︷︷ ︸
F (h)

+f [r+1](y)hr+1

dla pewnego y ∈ [a, a+ h]. Ponadto mamy oszacowanie∣∣∣∣∫ a+h

a
f(x)dx−

∫ h

0
F (t)dt

∣∣∣∣ ≤ max
a≤y≤a+h

∣∣∣f [r+1](y)
∣∣∣ hr+2

r + 2

W "tradycyjnych" metodach caªkowania podany przedziaª caªkowania [a, b] jest dzielony na z góry
zadan¡ liczb¦ cz¦±ci, a przybli»ona warto±¢ caªki jest wyznaczana za pomoc¡ warto±ci funkcji w w¦zªach.
Adaptacyjny algorytm oparty o wzór Taylora wykorzystuje fakt, »e niezwykle ªatwo mo»emy policzy¢
przybli»ony bª¡d kwadratury i w ten sposób dynamicznie okre±li¢ krok, z jakim przesuwamy si¦ po
przedziale [a, b] licz¡c przybli»on¡ warto±¢ caªki.

Przyjmuj¡c

max
a≤y≤a+h

∣∣∣f [r+1](y)
∣∣∣ ≈ |f [r+1](a)|

otrzymujemy ∣∣∣∣f [r+1](a)
hr+2

r + 2

∣∣∣∣ < tol =⇒ h <

∣∣∣∣ tol(r + 2)

f [r+1](a)

∣∣∣∣1/(r+2)

Zatem algorytm caªkowania polega na przedziale [a, b] przy zadanej tolerancji na pojedynczy krok tol
polega na
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• policzeniu wspóªczynników Taylora funkcji w punkcie a do rz¦du r + 1 wª¡cznie

• obliczeniu h < min{b− a,
∣∣∣ tol(r+2)

f [r+1](a)

∣∣∣1/(r+2)
}

• obliczeniu caªki z wielomianu na przedziale [a, a+ h]

• powtórzeniu powy»szych kroków dla przedziaªu [a+ h, b]

5 Metoda Taylora dla równa« ró»niczkowych.

Przedstawiona wcze±niej idea wyznaczania warto±ci funkcji wraz z jej pochodnymi mo»e zosta¢ ªatwo
zaadoptowana do wyznaczania wspóªczynników Taylora rozwi¡za« równa« ró»niczkowych zwyczajnych.
Zaªó»my, »e f : Rn → Rn jest funkcj¡ prost¡ oraz ustalmy x0 ∈ Rn.

Dla funkcji p : R → Rn przez p(n)(t) b¦dziemy oznacza¢ wektor n-tych pochodnych funkcji p w
punkcie t, natomiast przez p[n](t) wektor n-tych wspóªczynników Taylora w rozwini¦ciu funkcji p.
Niech x : R→ Rn b¦dzie rozwi¡zaniem równania

x′ = f(x), x(0) = x0 (4)

okre±lonym w pewnym otoczeniu zera. Okre±lamy funkcj¦ F = f ◦ x, równie» zde�niowan¡ w pewnym
otoczeniu zera. Poniewa» funkcja f jest prosta, to zarówno x jak i F s¡ analityczne w otoczeniu zera.
Mamy wi¦c zwi¡zki

d

dt

( ∞∑
i=0

x[i](0)ti

)
=
∞∑
i=0

F [i](0)ti

Ró»niczkuj¡c wyraz za wyrazem i porównuj¡c wspóªczynniki otrzymujemy

x[0](0) = x0

x[i+1](0) =
1

i+ 1
F [i](0) (5)

5.1. Przykªad.

Rozwa»my równanie ró»niczkowe {
ẋ = y(x2 + y2)

ẏ = −x(x2 + y2)

i warunek pocz¡tkowy (x0, y0) = (1,−1). Z ka»dym wyra»eniem mo»emy skojarzy¢ skierowany graf
acykliczny
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x

v1=x2

y

v2=y2

v3=-x

v4=x2
+y2

F2=-xHx2
+y2L

F1=yHx2
+y2L

Na gra�e zde�niowali±my nowe funkcje po±rednie (jednej zmiennej t) vi, i = 1, . . . , 4. Poniewa» zawsze
b¦dziemy liczy¢ pochodne w zerze, to pominiemy argumenty. Podstawiaj¡c punkt pocz¡tkowy mamy
kolejno

x[0] = x0 = 1

y[0] = y0 = −1

v
[0]
1 = x[0] ∗ x[0] = 1

v
[0]
2 = y[0] ∗ y[0] = 1

v
[0]
3 = −x[0] = −1

v
[0]
4 = v

[0]
1 + v

[0]
2 = 2

F
[0]
1 = y[0] ∗ v[0]4 = −2

F
[0]
2 = v

[0]
3 ∗ v

[0]
4 = −2
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Korzystaj¡c z (5) mo»emy policzy¢ warto±ci pierwszych wspóªczynników Taylora x i y i kolejno

x[1] = F
[0]
1 = −2

y[1] = F
[0]
2 = −2

v
[1]
1 = 2 ∗ x[0] ∗ x[1] = −4

v
[1]
2 = 2 ∗ y[0] ∗ y[1] = 4

v
[1]
3 = −x[1] = 2

v
[1]
4 = v

[1]
1 + v

[1]
2 = 0

F
[1]
1 = y[0] ∗ v[1]4 + y[1] ∗ v[0]4 = −4

F
[1]
2 = v

[0]
3 ∗ v

[1]
4 + v

[1]
3 ∗ v

[0]
4 = 4

Ponownie korzystaj¡c z (5) wyznaczamy drugie wspóªczynniki Taylora

x[2] =
1

2
F

[1]
1 = −2

y[2] =
1

2
F

[1]
2 = 2

Zatem otrzymali±my pocz¡tek rozwini¦cia Taylora dla rozwi¡zania

x(t) = 1− 2t− 2t2 + . . .

y(t) = −1− 2t+ 2t2 + . . .

Uwagi:

• Powtarzaj¡c powy»sz¡ procedur¦ mo»emy obliczy¢ wspóªczynniki Taylora dowolnego

rz¦du bez liczenia pochodnych cz¡stkowych pola wektorowego!

• Implementacja powy»szej metody jest ªatwa, oczywi±cie przy odpowiedniej wiedzy programisty-
cznej. Elementarna implementacja podstawowych operacji +,−, ∗,÷ zajmuje okoªo 30 minut.

• Nie ma potrzeby oddzielnej implementacji automatycznego ró»niczkowania dla ró»nych pól wek-
torowych. Kod jest jeden, zmienia si¦ tylko formuªa na pole wektorowe. Przykªadow¡ implemen-
tacj¦ mo»na znale¹¢ pod adresami [1, 2].

• Metoda jest bardzo szybka - zªo»ono±¢ obliczeniowa jest kwadratowa wzgl¦dem rz¦du.

5.2. Przykªad: Hamiltonian Hénona-Heilesa.

H(x, y, px, py) =
1

2
(p2x + p2y) +

1

2
(x2 + y2) + x2y − 1

3
y3
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Najmniejszy wykonany krok czasowy: 0.183594.
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6 Przedziaªowa metoda Taylora.

6.1. Metoda dowodzenia istnienia rozwi¡zania.

Lemat 5

Niech X ⊂ Rn b¦dzie zbiorem ograniczonym, f : Rn → Rn b¦dzie klasy C1 oraz ustalmy h > 0.
Zaªó»my, »e Y ∈ In speªnia warunek

X + [0, h] ∗ f(Y ) ⊂ int(Y )

Wtedy dla ka»dego x0 ∈ X istnieje rozwi¡zanie równania (4) na przedziale [0, h] oraz x([0, h]) ⊂ int(Y ).

Dowód: Dla dowodu nie wprost przypu±¢my, »e x0 ∈ X jest takim warunkiem pocz¡tkowym, dla
którego x(T ) ∈ ∂Y , T > 0 oraz x(t) /∈ ∂Y dla t ∈ [0, T ). Korzystaj¡c z twierdzenia o warto±ci ±redniej
wnioskujemy, »e dla pewnych c1, . . . , cn ∈ [0, T ]

x(T ) = x0 + T ∗ (f1(x(c1)), f2(x(c2)), . . . , fn(x(cn)))

∈ x0 + T ∗ f(Y ) ⊂ X + [0, h] ∗ f(Y ) ⊂ int(Y )

co jest sprzeczne z wyborem T i x0.

6.2. Przykªad

x′′ = − sin(x) + 0.1x′, h = 0.25
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[X] = [1, 2]× [0.4, 0.5]

[Y] = [X] + h[−.2, 1.5] ∗ f([X]) ⊂ [0.9749, 2.1875]× [0.04, 0.548]

[Z] = [X] + [0, h] ∗ f([Y ]) ⊂ [1.0, 2.137]× [0.1502, 0.5] ⊂ int([Y ])

Rozwa»my zbiór warunków pocz¡tkowych [x] ∈ În. Niech Y ∈ În b¦dzie zbiorem, który zawiera
rozwi¡zania startuj¡ce ze zbioru [x] dla wszystkich czasów po±rednich t ∈ [0, h] (jak w Lemacie 5).
Stosuj¡c rozwini¦cie Taylora otrzymujemy, »e dla y ∈ [x] zachodzi

y(h) =

p∑
i=0

y[i](0)hi + ỹ[p+1](0)hp+1

dla pewnego ỹ ∈ Y . W powy»szym wyra»eniu nie znamy ỹ, ale wiemy, »e

ỹ[p+1](0) ∈ Y [p+1](0)

przy czym ostatnie wyra»enie to policzony wspóªczynnik Taylora na caªym zbiorze Y w arytmetyce
przedziaªowej. Podsumowuj¡c, dla zbioru warunków pocz¡tkowych [x] mamy

[x(h)] ⊂
p∑

i=0

[x][i](0)hi + Y [p+1](0)hp+1

Uwaga: Iterowanie powy»szej procedury, aczkolwiek mo»liwe, bardzo szybko prowadzi do efektu

wrappingowego (pakowania), co powoduje, »e otrzymane oszacowania w kilku krokach staj¡ si¦
bardzo du»e, najcz¦±ciej uniemo»liwiaj¡c dalsze caªkowanie (czyli stwierdzenie istnienia rozwi¡zania).
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Mo»liwe rozwi¡zanie tego problemu, to u»ycie ró»nych reprezentacji podzbiorów Rn (algorytm Lohn-
era). Szczegóªy mo»na znale¹¢ np. w [5, 7, 8, 12].

6.3. Przykªad zastosowania.

Rozwa»my ukªad Lorenza 
ẋ = S(y − x)

ẏ = Rx− y − xz
ż = xy −Qz

(6)

z klasycznymi warto±ciami parametrów R = 28, Q = 8/3, S = 10. Naszym celem jest pokazanie, »e
ukªad posiada rozwi¡zanie okresowe. Podstawowym narz¦dziem jest

Twierdzenie 6 (Przedziaªowa metoda Newtona)
Zaªó»my, »e f : Rn → Rn jest klasy C1. Niech X b¦dzie wektorem przedziaªowym w Rn oraz ustalmy

x0 ∈ X. Je±li operator Newtona

N(x0, X, f) = x0 − [Df(X)]I · f(x0)

speªnia

N(x0, X, f) ⊂ int(X)

to funkcja f ma dokªadnie jedno zero w zbiorze X. Ponadto to jedyne zero nale»y do zbioru N(x0, X, f).

Niech Θ = {(x, y, z) ∈ R3 : z = 27} oznacza sekcj¦ Poincarégo dla równania (6). Na sekcji Θ b¦dziemy
u»ywa¢ zmiennych (x, y), gdy» trzecia wspóªrz¦dna jest ustalona. Punkt

u = (−2.1473676319180245997, 2.0780482114612310873)

zostaª wybrany jako bardzo dobre przybli»enie punktu okresowego o okresie 4 dla odwzorowania
Poincarégo P : Θ → Θ. Punkt ten wyznaczono u»ywaj¡c standardowej metody Newtona szukania
zer dla funkcji P − Id. Okre±lamy

W = u+ 3 · 10−12 · [−1, 1]2

Przy pomocy metod arytmetyki przedziaªowej dostajemy oszacowania

(P 4 − Id)(u) ⊂ 10−12 ·

[
[−2.3852031461046863114, 2.3647750424515834311]

[−1.1577405700791132404, 1.1297629498585592955]

]
[
(DP 4 − Id)(W )

]
I
⊂

[
A B

C D

]
gdzie

A = [0.022644098798216383273, 0.022644101594014420797]

B = [2.735648960361377835, 2.7356489681148881132]

C = [1.3795142632522359172, 1.3795142648422014098]

D = [2.6903031711761165035, 2.6903031755074655607]
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Nast¦pnie liczymy operator Newtona

N(u,W,P 4 − Id) ⊂

[
[−2.1473676319205856622,−2.1473676319154577641]

[2.0780482114603451294, 2.0780482114621245948]

]
⊂W

co dowodzi, »e istnieje dokªadnie jeden u∗ ∈ W , dla którego P 4(u∗) = u∗. Oczywi±cie u∗ jest
rozwi¡zaniem okresowym dla ukªadu (6). Na poni»szym rysunku przedstawiono orbit¦ bardzo blisk¡
do udowodnionego rozwi¡zania okresowego.
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